Corrigé — Amérique du Nord 2025 J1 — Exercice 4

Théme : Fonctions — Equations différentielles, intégration par parties, convexité, étude de fonction

Partie A — Lecture graphique
Question. Identifier les courbes C; et Cy parmi les représentations de g et ¢'.
Analyse :

— (3 coupe l'axe des ordonnées en (0; 1), donc la fonction associée vérifie f(0) = 1.
— Cy coupe l'axe des ordonnées en (0; 2) et s’annule en x = —2 et x = 1.

La dérivée ¢’ s’annule aux extrema de g. La courbe Cy s’annule en deux points et coupe 'axe Oy en
une valeur non nulle : ¢’est compatible avec le comportement d’une dérivée. Donc :

— (4 est la courbe de ¢’ (elle s’annule aux extrema de g).
— C; est la courbe de g.

Equation de la tangente & C; en z =0 :

g(0) =1 (lecture sur C) g (0) =2 (lecture sur Cs)

L’équation de la tangente en x = 0 est :

y=9(0)+g'(0)(x—0) =1+2z

Partie B — Equation différentielle (E) : i/ +y = (22 + 3)e™®

Question 1. Vérifier que fo(r) = (22 + 3z)e™ est solution de (E).

On calcule f)(z) en appliquant la regle de dérivation d’un produit :

fox) = (2® +3z) - e + (2® + 3z) - (e77)

= 2z +3)e " + (22 + 3z)(—e %)

= [(22 +3) — (2% + 3z)]e™ "

= (-2 —2+3)e "



On vérifie que fy satisfait (E), c’est-a-dire f§+ fo = (2 + 3)e " :

fo@) + fo(z) = (—2® — x4+ 3)e™ " + (2* + 3z)e™”
=[(—2® —2+3) + (2* + 32)]e” "

=2z +3)e "V

fo est bien une solution particuliére de (E).

Question 2. Résoudre ’équation homogene associée y' + y = 0.
L’équation homogene 3 +y = 0 s’écrit ¢y = —y, soit ¢y +1-y = 0.

C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants de la forme
Y +ay =0 aveca=1.

Toutes les solutions sont de la forme :

y=Ce™™, CeR

Question 3. Donner la solution générale de (E).

La solution générale d’une équation différentielle linéaire du premier ordre est la somme d’une
solution particuliere fj et de la solution générale de I’équation homogeéne :

y = fo(z) + Ce™ = (¢ + 3x)e™ + Ce™® = (a? + 3z + C)e™*

y(z) = (2> + 32+ C)e ™, CER

Question 4. Trouver la solution g de (F) dont la courbe passe par le point (0; 1).

On sait que g(x) = (22 + 32 + C)e~*. La condition g(0) = 1 donne :

g(0)=(0+0+C)=C=1

g(z) = (2* + 3z +1)e™”

Vérification de cohérence avec la Partie A : g(0) = 1 (conforme a la lecture sur C;) et
g(0)=(-2>—z+3-1)e " _ = (-0-0+3—1) x 1 =2 (conforme a Cy). Tout est cohérent.




Question 5. Pour quelle(s) valeur(s) de C la courbe de (2% + 3z 4+ C)e™® présente-t-elle deux points
d’inflexion ?

Notons heo(z) = (22 4+ 3z + C)e™?.
On calcule hf,(z) :

Premiéere dérivée :
hp(z) = (20 +3)e ™ — (2 + 32+ C)e " = [~(2®* +2) +3-Cle * = (—2? —2+3 - C)e™®

Deuxiéme dérivée :

hi(z) = (22— 1)e ™ — (—2? —2+3-C)e " =[(-20— 1)+ (2* +2 -3+ O)]e*

hi(x) = (22 —x — 4+ C)e™
Les points d’inflexion sont aux zéros de hf,, ¢’est-a-dire aux solutions de :

22—r—440C=0

Il s’agit d’une équation du second degré en x. Elle admet deux solutions distinctes si et seulement
si son discriminant est strictement positif :

A=(-1)2—4x1x(—4+C)=1+16—-4C =17 —4C > 0

17
<:>C<Z

he présente deux points d’inflexion distincts si et seulement si C' < T

Partie C — Etude de f(z) = (2% 4 3z + 2)e™®
On remarque que f(x) = ho(z) avec C = 2, c’est-a-dire f(x) = (22 + 3z + 2)e 2.
On peut factoriser : f(x) = (x 4+ 1)(x + 2)e™".

Question 1. Calculer lim,_, 1, f(x).

Par le théoréeme des croissances comparées, lim;_, zFe™* = 0 pour tout k € N. Donc :

lim f(z) = lim (22432 +2)e * =0

T—+00 r—r—+00



lim f(x)=0

T—+00

La droite d’équation y = 0 (I’axe des abscisses) est asymptote horizontale a C¢ en +oo.

Question 2a. Calculer f/(z) et vérifier que f'(z) = (=22 —x + 1)e™".

On dérive par la regle du produit :

fl(x) = (2 +3z+2)e® + (22 + 32+ 2)(e™®)
=(2z43)e™® — (22 +3x+2)e "
=[2z+3) — (2* +32+2)]e"

=(—2®—x+1)e®

fl(x) = (—2® =2z +1)e®

Question 2b. Dresser le tableau de variations de f.

On étudie le signe de f'(x) = (=22 — 2z + 1)e~*. Comme e~ > 0 pour tout z, le signe de f’ est celui
de —22 —x + 1.

On résout —z2 —x+1=0,soit 22+ —-1=0:

—-1++5

A=14+4=5 — z = 5

-1—
- 261:2\/5%—1,618
-1+
- —

— X2 ~ 0,618

2

Comme le coefficient de z? dans —z? — = + 1 est négatif, le trindme est positif entre les racines :

Intervalle fl(x) f

T < — décroissante
= 0 minimum local
T <r<x9 croissante
T =T9 0 maximum local
T > To — décroissante




Valeurs remarquables :

fla1) = (4;\/5 +1> (4;\/5+2) e = 1_2\/‘?’ . 3_2\/5,63:1

_14VE 3+VE L,
2 2

f(z2)

Question 3. Montrer que f(x) > 0 pour tout z € [0; 4o00].

Pourx>0,onaz+1>1>0etz+22>2>0. De plus, e® > 0. Donc :

f(:r)z(:n—l—l)-(z%—?)ﬁ\jZO

>0 >0 >0

‘f(x) > 0 pour tout x € [0; +oo[‘

(0%
Question 4. Calculer l'aire A(a) = / f(z)dx pour a > 0.
0

On cherche une primitive F de f(z) = (2% + 3z + 2)e™*.

On utilise une intégration par parties successive. On sait que si G(z) = —(ax?® + bz + c)e™%,

alors :
G'(2) = —(2ax + b)e ™ + (ax® + bx + c)e ™ = (ax® + (b — 2a)x + (¢ — b))e™*
On cherche a, b, c tels que G'(z) = (22 + 3z + 2)e ™2 :
a=1
b—2a=3 = b=5
c—b=2 = ¢c=7

Donc F(z) = — (2% + 52 + 7)e™® est une primitive de f.

Vérification :

Fl(z) = —(22+5)e "+ (22 +52+7)e " = [~ (22 +5)+ (2? +5z+7)]e™® = (22 +32+2)e " = f(2)v

Calcul de A(a) :

A@) = [ (@) do = [F@)]§ = Fla) = F(0)



F(0)=—(0+0+7)e’=-7

Ala) = —(a® +5a+T)e ™ — (=7) =7 — (a® + b+ T)e ™

AlQ) =7~ (a* +ba+T)e @

Vérification de cohérence : Quand a — +00, (a? + 5a + 7)e™@ — 0 (croissances comparées),
donc A(a) — 7. L’aire totale sous Cy sur [0; +oo[ est 7 unités d’aire.
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